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Résumé

Dans ce travail on généralise pour les espaces topologiques flous la notion d’ensemble demi-préouvert
introduit dans la topologie classique par D. ANDRIJEVIC[1]. Nous définissons ici les opérateurs flous
demi-préfermeture et demi-préintérieur et puis on établit des relations importantes avec les opérateurs F-
demi-fermeture et F-demi-intérieur introduits par nous dans le travail [3]
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Introduction

Soit X un ensemble non-vide arbitraire et J =[0,1]c IR .

Un ensemble flou en X est une application A:X —[0,1].On va noter par F(X) la classe des

ensembles flous de I’espace X -L’espace X sera identifié a la fonction constante 1 et ’ensemble
vide ¢ a la function constante 0. Soit I un ensemble indexé et soit {7\‘1'}1‘6[ une famille

d’ensembles flous en X.
La réunion et ’intersection de cette famille, notées par U?»i, respectivement ﬂﬂi , sont
iel iel

définies de la maniére suivante ([2]):

Ux% par [Uk ] =sup{L;(x):iel},(V)xe X;

iel iel

U/I par {Uﬂj —1nf (%) ie[},(V)xeX.

iel iel

Evidemment, les définitions sont aussi valables pour le cas fini [ = {1,2,..., n}, mais les notations
n n

sont Uli , respectivement Uli et sup =max, inf =min. L’inclusion, notée par A, <A,ou
i=1 i=1

A £ A,, est définie par

2,(x)< 2, (x),(V)xe X ou Ay(x)22(x)(V)xeX.
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La complémentaire de A € F(x), notée par A°, est définie par
25=1-2, 2°(x)=(1-2)x)=1-Alx), (V)x e X.
Définition 1 ([5]). La famille 7 < f(x)s’appelle une topologie floue X si elle satisfait les
conditions suivantes:
(T,) 0l X;

(T,) 6, ez, i=1,_n:ﬂ5i €T;
i=1

(T3){5l-}l.€1 CT:>U5i eT.

i=I
Le couple (X , z') s’appelle espace topologique flou (au sens CHANG), ou, en abrégé e.t.f.

Les éléments de 7 sont appellés ensembles flous 7 -ouverts et la complémentaire d’un ensemble
flou 7 -ouvert s’appelle ensemble flou 7 -fermé.

Définition 2 ([5]). L’intérieur et la fermeture d’un ensemble flou A e _’f(X ) sont définis par

o
I =% = UBfs < 1,8 e )= supldls <,5 e 1}
respectivement
cm:izm{5|azx,ac er}
Soit (X,7) un e.t.f.
Définition 3 ([2]). L’ensemble A e f(X )s’appelle demi-ouvert s’il y a un ensemble ¢ €7 ainsi
que 0 <AL 5.
La complémentaire d’un ensemble demi-ouvert s’appelle ensemble demi-fermé.

Théoréme 1 ([2]). Soit (X , r) un e. t. f. Les affirmations suivantes sont equivalentes:

(a) Ae f(X ) est un ensemble demi-fermé;

o

(b) ilya ,Lze_’]:(X) avec ¢ erainsique u<A< u;
() ZSA;

(d) A°=A°.
Définition 4 ([2]). Un ensemble A e f(X ), ou (X ,r) est e. t. f. s’appelle régulierement ouvert
(respectivement réguliérement fermé) si A =int 2 (resp. A= IntA ).

Remarque 1. La complémentaire d’un ensemble flou réguliérement ouvert est un ensemble flou
régulierement fermé.

Définition 5 ([4]). Un ensemble lef(X )s’appelle préouvert si zgmﬁ, ou, avec autre
o
notation A < 4.

La complémentaire d’un ensemble préouvert s’ appelle préfermé.
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Définition 6 ([4]). Soit (X,7) e.t.f. et 1 F(X)

(a) L’intersection de tous les ensembles préfermés contenant A s’appelle la
préfermeture de A et on va la noter par pC/L ou pa.

Nous avons donc pClA = pz =inf {,u AL uu preferme}.
(b) La réunion de tous les ensembles préouverts qui sont sous-ensembles de A s’appelle le
préintérieur de A et on va le noter par p Int 1 ou pf‘t . C’est a dire
plnth= p?on = sup{v VA,V preouvert} .
Définition 7 ([3]). Soit (X,7) e.t.f.et 1e F(X)

a) La demi-fermeture de A est I’intersection de tous les ensembles flous demi-fermés
contenant A et on va la noter par dc/A ou A. Nous avons donc

dCl =) =inf{u: A <y, udemi — ferme};
b) Le demi-intérieur de A est la réunion de tous les ensembles flous demi-ouverts qui
sont sous-ensembles de A et on va le noter par d Int A ou A,,.

Nous avons donc d Inth=hy =sup{v:v <A,v demi — ouvert}.

Pour continuer nous utiliserons les cas suivants :
Lemme 1. Soit (X,7) e.t.f. et 1e F(X). Alors:
(a) Em&é/lmE(V)Eer;

(b) Int(h U o)< (Inth) U o(V)o, T — fermé.

Théoréme 2 ([3]). Soit (X ,r) e.t.f. et lej”(X ) Alors les affirmations suivantes sont
equivalentes:

(a) Aestdemi-ouvert;

o _
(b) A< A, ou, autre notation A < Inf)
() L=M\ou A=1Inth.

Théoréme 3 ([3]). Soit (X ,T) etf. et Zej—"(X ) Alors les affirmations suivantes sont
equivalentes:

(a) Aest demi-fermé;
(b) A<Aou Inth<A;

o o —
(c) A<Aou IntA=1Inth.
Il s’en suit immédiatement:

Théoréme 4. Dans e.t.f. (X,7), A€ F(X) est préfermé si et seulement si IntA<A.

Théoréme 5. Soit (X,7) e.t.f.et e F(X). Alors:

o
(a) dCl¢ =\ v IntAh ou, avec autre notation A=1U A ;

o

(b) dIntA = A N IntA ou Ao=71;
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0

(¢) InfA=% Int(Inth)ou A =rAX;
(d) pClA=AUlntdou pA=AuUA;

(e) pInth=ANInthou pA.

Démonstration: seulement (4). Conf. Lemme 1 (2) nous avons:

Int(?»u]nt?»)ﬁIntkuMZMUm:M§kum.

Donc AU IntA est préfermé (Conf. Déf. 8(&)([4]) et d’ici résulte que pCLA< AU Inti(l).
D’autre part, parce que pClAest préfermé, nous avons IntA < Int| pClA)< pClAet donc
AU IntA < pClA(2). De (1) et (2) il s’en suit que pClh =AU Inih.

Ensembles demi-préouverts

Nous introduisons ici la notion d’ensemble demi-préouvert par la
Définition 8. Soit (X,7) e.t.f. L’ensemble e F(X) s’appelle demi-préouvert en (X,7) ainsi

que <A S;. La complémentaire d’un ensemble demi- préouvert s’appelle ensemble demi-
préfermé.

Définition 9 (équivalente). L-ensemble Ae F (X ) s’appelle demi- préfermé s’il y a v
préfermé en (X , r) ainsi que Intv <A <v. La complémentaire d’un ensemble demi- préfermé
s’appelle demi- préouvert. Nous avons le théoréme suivant de caractérisation pour les
ensembles demi- préouverts.

Théoréme 6. Soit(X,7) e.t.f. et Ae F(X). Alors, les affirmations suivantes sont equivalentes:

(a) A est demi- préouvert;
(b) A<IntA;

(c) A est réguliérement fermé en X.

Démonstration. (a)= (b). Soit A demi-préouvert, donc il y a g F (X ), préouvert ainsi que

U AL ; D’ici il résulte que A= ; et donc IntA = Int;. Comme u est préouvert nous avons

75 Int; (Déf. 5) et donc A < ; < Int; =intA.

(2)= (3).Conf.(b) A< IntA,donc A=IntA, quisignifie que A est réguliérement fermé en X.

(3)= (1)Nous supposons que A =IntA; soit =4 IntA qui est préouvert conf. Th. 5 (5). Nous

avons donc IntA=ANIntA<AIntA = ; (Conf. Lemme 1 (1)). D’ici résulte que

A<A=IntA< ;, donc A est un ensemble demi- préouvert.

Théoréme 7. Soit (X,7) e.t.f. et {/"t,-} une famille d’ensembles demi- préouverts en (X,7).

iel
Alors U/li est un ensemble demi- préouvert.

iel
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Démonstration. U A c Uﬁ c Ulntl_l- c Int[U /1_1] c Intm et donc Uﬂi est demi-

iel iel iel iel iel iel
préouvert.

Les deux théorémes suivants sont le double des théorémes 6 et 7 et nous les donnons sans
démonstration.

Théoréme 8. Soit (X,7) etf ot A€ F(X). Les affirmations suivantes sont equivalentes:

() A este un ensemble demi-préfermé en (X,7)
(b) Int(lnt/i)s A;

© IntA est un ensemble réguliérement ouvert

Théoréme 9. Soit (X ’T) e.t.f. et {/ﬂt, }ie 7une famille d’ensembles demi- préfermés. Alors

M4
i€l est demi- préfermé. Nous introduisons ici les notions de demi- préfermeture resp. de
demi-préintérieur par les définitions suivantes:

Définition 10. L’intersection de tous les ensembles demi- préfermés contenant 1’ensemble
leF (X ), ou (X ,r) est e.t.f. s’appelle la demi- préfermeture de A et on va la noter par

dpClA ou de
Remarque 2. Du Th.9 résulte que de est un ensemble demi- préfermé.

Définition 11. La réunion de tous les ensembles qui sont sous-ensembles de 1 € ‘F (X )s’appelle

o
le demi-préinterieur de A4 et on va le noter par dplntAou dp 4.

Remarque 3. Du Th.7 résulte que dpintA est un ensemble demi- préouvert.
Pour ces notions nous avons les théorémes suivants:

Théoréme 10. Soit (X,7) e.t.f. et 1 F(X).

Alors de =AU Int(]ntl).

Démonstration. Nous avons successivement

Int(lnt(/i v Int(ﬁ)»ﬁ Int(lnt(ﬂ v M)) < Int[lntl v M) = Int(ﬂ)ﬁ AU Int(M)

Donc A v an(W) est un ensemble demi- préouvert et donc dpz <AuU Int(M)(l). D’autre
part, parce que de est demi- préouvert, il résulte que Int(m)s Int(ﬂdp—z)ﬁ de] d’ou
AU Int(IntA)<dpA (2). De (1) et (2) il résulte que

dp?_» =AU Int(m
Théoréme 11. Soit (X,7) e.t.f. et 1e F(X).

Alors dpInth =AM ﬁ .

Démonstration. Nous avons successivement
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AN IntA<Inth = Int(jl N Int/l_) <Int(Anm IntA <

<Int(Anm Intxi_) etdonc AN IntA est un ensemble demi-préouvert en X et d’ici

% Inth. < dpInih 1)

D’autre part, parce que dpintA est un ensemble demi- préouvert nous avons

dplntA < Intidplnt/l )< IntA

et donc
dpIntA < A IntA 2)

De (1) et (2) il résulte que dplntA <A N IntA.

Corollaire 1. Pour 1€ f(X ) sont valables les affirmations suivantes:
() dpInt(1—A)=1—dpA

(b) dp(1—2)=1-dpIntA .

Théoréme 12. Soit (X,7) etf et e F(X). Si A est un ensemble demi- préouvert (resp.
demi-préfermé) et demi-fermé (resp. demi-ouvert) alor 4 est demi-ouvert (resp. demi-fermé).

Démonstration. Nous supposons que A est un ensemble demi- préouvert et demi- fermé. Alors

A<Inth et IntA=1Intd ot A <Intl etdonc A estun ensemble demi-ouvert en X.

La démonstration est similaire pour la deuxieéme partie.

Propriétés remarquables des opérateurs de demi-intérieur et de
demi-fermeture

Nous allons présenter ici quelques propriétes remarquables pour ces opérateurs introduits par
nous dans le travail [3].

Théoréme 13. Soit (X,7) e.t.f. et e F(X). Alors

dInt(dCtA)=dClA A Intd .

Démonstration. Conf.du Th. 5 nous avons successivement

dint(dCPA)=dCIA A Int(dCIA) = dCEA A Int(/z U ImZ) >

>dClA N IntA U IntA =dClA A IntA.

L’inclusion réciproque est établie par
dint(dClA)=dClA N Int(dCLA)< dClA N Int A .
Corollaire 2. Soit (X,7) e.t.f.et 1€ F(X). Alors:

(a) dIntA(dCrA) est demi-préfermé et
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(b) dCi(dInt(dCn))=dInt(dCPL).
Théoréme 14. Soit 1< F(X), ou (X,z) estun e.t.f.

Alors dCU(dInt))= dint) U Int(In).).

Démonstration. Conf. du Th. 5 nous avons successivement

dCi(dInt)) = dinth. U Int(Int\) = dIntn U Intik A Inih, is

<dInth U Int(x N M)= dInth U Inti Inth).

L’inclusion réciproque est établie par dCZ(dInt/i) = dIntA U Int(IntA) = dIntA O Int(Int2).
Corollaire 3. Pour A e F(X), ot (X,7) estun e.t.f. nous avons:

(a) dCr(dIn)) et demi- préfermé et
by dInt(dCt(dInt\)) = dCl(dInt).).

Corollaire 4. Pour A€ F(X), ot (X,7) est un e.t.f. nous avons:

(a) MY dInt(dCiL) = dCiA;
(b) AUdCHdInt))= dpCIA;
(©) Andin(dCiL)= dplnth,
d) AN dCi(dint\)=dnt.

Théoréme 15. Soit (X,7) estune.t.f. 1e F(X). Alors:

(@) pCl(pInth)= plnth L Inth;
(b) plnt(pCIL)= pClA A Int.

Démonstration. Par exemple, pour (a), appliquant Th. 5 il résulte que

pCf(plnt?») = pInth U Intip[m‘?» )= pInth U Int\.

Utilisant le Th. 5 et puis Lemme 1 on démontre immédiatement les deux théorémes suivants:

Théoréme 16. Soit (X,r) etfet 1e F(X).
Alors:

(a) 1 est préouvert si dClA = Int;
(b) 4 est demi-ouvertsi pClA = m
(c) A estpréfermé si dintd = W;
(d) 4 est demi-fermé si pIntd = IntA .

Théoréme 17. Dans un e.t.f. (X,7) pour 1€ F(X) nous avons:
(a) Int(sCIL) = plnth = Intk;

(b) dinth = pCl(intX) = Ink;

() dInth = plnth. = Int\;

() dCl(Int\)= Int(pClL) = Int(Inih.).
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Théoréme 18. Soit 1 e (X,7) e.t.f. Alors:

() dlnt(pCE/I): pC((dlnM); ~

(b) pInt(dCo))=dCl(pIni\)= Inth.

Démonstration. 1. On applique le Th.16(2). Nous avons immédiatement

pCUdIne\)= Int(dInt\)= Int.

D’autre part, Conf. Th.16 (3) et Th.17 (4) il résulte que

dint(pC1) = Int(pCin) = Ini{Intd. )= Tnia.
L’affirmation 2 sera démontrée d’une fagon similaire.
Le théoréme suivant sera démontré conformément aux Th.17 et Th.18.

Théoréme 19. Soit (X,7) e.t.f. et 1e F(X). Alors:

(a) dpClA)=dpCl(inid) = Inf{IntA),

(b) dpIntA =dpintA = Int 4,

(¢) dint(dpCtA)=dpCe(dintd)=dC/(dIntl),

(d) dCldpIntA)= dpInt(dCl2)= dInt(dClA),

(e) pInt(dpCra)=dpCt(pnia)= (,1 A IntZ)u Im(ﬂl

®  pCl{dplntr.) = dplnt(pC0) = (U Tntk ) Ine.
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Multimi semi-predeschise in spatii topologice fuzzy

Rezumat

In aceastd lucrare se generalizeazd pentru spatii topologice fuzzy conceptul de multime semi-predeschisd,
introdus in topologia clasica de D. Andrijevic. Definim aici operatorii fuzzy de semi-preinchidere gi
semi-preinterior si apoi stabilim relatii importante ale acestora cu operatorii de F-semi-inchidere §i
F-semi-interior introdusi de noi in lucrarea [3].



